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1.Введение 

Рассмотрим следующую задачу [1, стр.61]: 
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u yx   малый параметр. 

Требуется найти асимптотику решения задачи (1) при малом ε. 
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2. Классический метод малого параметра [2-4] 

Решение этой задачи будем искать в виде: 

...,),(...),(),(),(),(),( )(332210  yxzyxzyxzyxzyxzyxz nn     (2) 

Начальные данные для  ,...)2,1,0(),()(  kyxz k
 берется в виде: 

)(),1()0( yfyz    

  

Тогда для функций ,...)2,1,0(),()(  kyxz k  имеем следующие уравнения:  
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Решая эти задачи, получим  

,)(),( 1)0(  xyfyxz                                                                              (4.0) 

0,ln)()(
1

)()(),( 1

1

1)1(  

 xxxyfyfds
s

yfyfxyхz

x

         (4.1) 

0,ln)(),( 21

2

)2(   xxxygyxz    ( 2

2 ))()(())()()(()( yfyfyfyfyfyg  ) 

Пусть 
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здесь )(ygn   известная функция формула , справедлива для (k=1,2,…,n), 

тогда докажем, что эта формула справедлива и для k=n+1. 

Уравнение для определения ),()1( yxz n
 запишется в виде 
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или с учетем  (4.k) в виде  
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где  )(1 yGn
 известная функция 

Решая эту задачу, имеем   
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То есть, формула (4.к) доказана.  
Ряд (2) можно переписать в виде 

  0,...)ln)((...)ln)((ln)()(),( 2
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1   xxygxygxyfyfхyxz n

n       (5) 

где )(ygn -  известные функции. 

,...)2,1(,0),1()(  kyz k
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Этот ряд будет асимптотическим рядом только на отрезке 

  )10()(,)(,1
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



eexxx , т.е. в точке 

1

~ ex   теряется 

асимптотический характер этого ряда. Справедлива 
Теорема 1. Ряд (9) для решения задачи (1) является асимптотическим 

рядом на большом, но конечном отрезке [1, 0 1],    .  

Строгое доказательство этой теоремы доказывается методом мажорант. 

Можно показать, что метод растяжения координат или метод Лайтхилла [4] 

также не дает решение этой задачи на всем требуемом отрезке. 

Чтобы получить асимптотику решения этой задачи на всем отрезке 

  ,1х   применим метод характеристик  [5].   

3. Метод характеристик   

Чтобы применить этот метод , сначала компактизируем бесконечный 

отрезок [1,∞), то есть сводим его к конечному отрезку с преобразованием 
1x t . Тогда, задача (1) - (2)  приводится к следующей задаче  
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Здесь опять сделаем подстановку  

u( t,y ) t z( t, y )  

Тогда, (10) примет вид 

1t ytz ( t, y ) z( t, y )z ( t, y ), z( , y ) f ( y )  
                                          (7) 

Эту задачу решим методом характеристик [5]. Рассмотрим 

характеристическую систему обыкновенных дифференциальных уравнений  
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Начальную функцию )(),1( yfyz   параметризируем через параметр 

:]1,0[ y  следующим образом 

                     )(),1(,,1  fyzyt 
                                                        (8) 

Пусть точке 1t  соответствует ,0s  тогда интегрируя  (2)  имеем 
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Уравнение (9) даёт параметрическое представление решения ).,( ytzz   

Проверим, что (9) действительно удовлетворяет уравнению (7).  
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Подставляя (11) в (10), затем в уравнение (7) имеем    
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При этом мы предполагаем, что 

                                     0)(ln1   ft
                                                       (12) 

Таким образом, доказана. 

Теорема 2. Пусть выполнено условие (12), тогда параметрическое 

решение задачи (7) представимо в виде (9). 

Уравнение (9) представим в виде  

                                  )ln( ztyfz  
                                                       (13) 

Далее, предположим, что )(yf  является аналитической функцией. 

Тогда (9) можно представить в виде 
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Также предположим, что  

                  .1ln  t                                                                           (15) 

Асимптотику функции z ищем в виде ряда 

                          ...)()()(
2

2

1
 yzyzyfz   ,                                        (16)  

где )(yz
i

пока неопределенные функции. 

Подставляя (12) в (14) и приравнивая коэффициенты при одинаковых 

степенях  , единственным образом определяем неизвестные функции )(yz
i

. 

Действительно, тогда имеем: 

                     ),...()()()(),()()( 2

12

2

21
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Доказательство сходимости ряда (12) можно доказать методом 

мажорант. В самом деле, пусть  
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M
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в окрестности точки ).(yf  Тогда мажорантным уравнением для (9) 

является уравнение 
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Если ,12 u то это уравнение можно усилить и получим  
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или еще  
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ряд  (12) сходиться равномерно при 
2
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M . 
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Справедлива. 

Теорема 3. Пусть )(yf  является аналитический функцией и 

,1ln2  Мt где Myf )( . Тогда решение задачи (7) разлагается в 

сходящийся ряд (12) на отрезке  ].1,(
1




е  

Замечание. Это ряд не сходится в точке .0t   

Если 
1
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 ett , то  ).( zyfz 
                                      (17) 

Пусть это уравнение имеет единственное решение  

                                                    ).(yz                                                  (18) 

Пусть, теперь 10 /1   et . Введем параметр :  
tln

1





 .   

Предположим, что обратная функция 1f  существует и аналитическая. 

Уравнение (5) запишем в виде  

),(zyz         )()( 1 zfz                                                                   (19) 

Решение этого уравнения разлагаем в асимптотический  ряд по малому 

параметру   методом фиктивного параметра [6].  

Введем в уравнение (19) фиктивный параметр :  

                                          ),(zyz                                                    (20) 

где   изменяется отрезке ].1,0[  Решение уравнения (20) разлагаем по 

степеням малого параметра , затем покажем, что этот ряд сходится на 

отрезке  .1,0  Решение ищем в виде ряде  

                            ...)()( 2

21   yZyZyz                                             (21) 

Подставляя  (21) в (20), неизвестные функции )(yz
i

 определяем 

единственным образом:  

,)()(1 yyZ   ,...)(
!2

)()( 2

112 zyzyyZ 


   

Сходимость ряда (21) для 10    доказывается методом мажорант и в 

результате  мы получим следующую теорему. 

Теорема 3. Пусть )(1 yf  существует является аналитической функцией. 

Тогда решение задачи (1) на отрезке 






 


1

,0 е  представляется сходящимся ря 

...),(),( 21   yZyZyz   . 

Окончательно, мы получим следующую теорему. 

Теорема. Пусть функция )(yf  и )(1 yf   являются аналитическими 

функциями, тогда решение задачи (1) можно представить в виде        
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Пример 1. Пусть .),1( yyz   Тогда ,z   ,ln ztzy   
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отсюда .
ln1

),(
t

y
ytz


  

Условие (8) выполнено. 

Пример 2. 1),1( 2  yyz  

Условие (8) также выполнено. 

Уравнение (5) примет вид 

1)ln( 2  ztyz   

Отсюда   

])}1(ln4)ln21{(ln21[
2

1
)ln( 2

1
22222   yttytytz Y      

Заключение 

Таким образом, построена асимптотика по малому параметра 

модельного уравнения Кэррьера методом характеристики и использованием  

метода фиктивного параметра. Приведены примеры. 
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