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Hcnonp3yst cucremy Maple, ObuM TONy4YeHBI aHUMAIMOHHBIE POJUKH,
JEMOHCTPUPYIOIIME TIOCTPOCHHE UUKIOWJIAIBHBIX KpPHUBBIX KaK clena oT
(UKCUPOBAHHOW TOYKM Ha OKPYKHOCTH, KaTSIICHCS MO MNpsIMON WM Jpyrou
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Abstract

Using the Maple system we have created animations that display the forming of
cycloid curves as a curve a trace of a fixed point on the circle that rolls along a
straight line or another circle.
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[uxnonaanbHOM KpUBOM (WJIM LMKJIOWAOW) HA3bIBAETCA ILJIOCKAsl KpUBas,
OMHChIBaeMasi TOUKOM, CTOsIIIeH Ha (PUKCHPOBAHHOM PACCTOSIHUM OT LIEHTpa Kpyra,
KaTALIErocs: 6e3 CKONbKEHUS M0 TaHHON KPUBOM — HAIIPABIISAIONIEH ITUKIOUIBI [2].
B kauecTBe HampapBiAOLIEH MOXKET OBITH IMpsiMasi WIK OKPYXXHOCTb. Paznmuuaror
TPU THUMNA LUKIOUJAIBHBIX KPHUBBIX: OOBIKHOBEHHAs LMKIOWAA, SMULUKIONAA U
runouukiaona. B ciyuyae oObIKHOBEHHOW LIMKIJIOUBI B Ka4E€CTBE HAIPaBIISIOIICH
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BBICTyMaeT mpsMas. JlJIS DSOUIUKIONIAR W THUIOUWKIOWILI HAIMPaBIISIONMICH
SBISIETCS. OKPY)KHOCTh, TPH O3TOM pa3IMYalOT KadeHUE I10 BHEIIHCH WIH
BHYTPEHHEN CTOPOHE COOTBETCTBEHHO.

[{uknouganbHble KpUBBIE YacTO BCTPEYAIOTCS B NPHUPOAE, UX JaBHO
U3y4aroT MaTEMaTUKH, CBOMCTBA TaKMX KPUBBIX UMEIOT IIUPOKOE MpUMeHeHue [1,
3].

Ucnonb3yst coBpeMeHHble MaTeMmatnueckue mnaketsl (Mathcad, Maple,
Mathematica) MoxxHO 6€3 TpyJia moy4aTh W300paKeHUs rpaUKOB ATUX KPHUBBIX,
IpUYeM HE TOJIbKO CTaTHYECKMX, HO M JUHAMHYECKHX (T.€. B JIBHXKCHHH).
Hampumep, cuctema Maple B makere pacmmpenuii p/ots UMeeT MPOCTyI0 (PYHKITUIO
JUTSL CO3JIaHWs aHUMUPOBAHHBIX TpaduKOB: animatecurve [4]. 3amaB ypaBHEHUS
KpUBOW B SIBHOM WJIM MapaMEeTPUUYECKOM BHUJE, MOXKHO HAOII0aTh MEICHHOE
MOCTpOeHue rpaduka 3TOW KpPUBOM Ha HKpaHe. Tak OOBIKHOBEHHAS ITUKIIOHMIA
HMECT NapaMETPUUCCKUC YPABHCHUS X = a(t - sinz‘), y= a(l - cost), — 00 <t <+0,

rie a — paauyc Katdamencs okpyxHocTH. IIpumep ucnonib3oBaHus (yHKIUU
animatecurve Il TIOCTPOEHUSI AHMMHUPOBAHHOTO Tpaduka OOBIKHOBEHHOU
LUKJIOUbI ITOKa3aH Ha pUCyHKe 1.

:> restart, with( plots) :a == 1:
> animatecurve([a-(t —sin(?)), a- (1 —cos(2)), t=0 .4 Pi], thickness = 3, color = blue, scaling

= constrained, numpoints = 1000, frames = 100)#Jee apxu yuxiouowvl
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Pucynok 1 — AHuManus oObIKHOBEHHOW LIMKJIOUbI KOMAHI0M animatecurve

Opnako Takas aHUMAINMsl HE AT IOJTHOTO TPEACTABICHHUS O TOM, Kak
UMEHHO TIONy4YaeTCsl 9Ta KPHBas, YTO 3Ta KPUBas SBISICTCS TPACKTOPHEH TOUKH,
3aKCUPOBAHHON HA OKPY)KHOCTH, KaTsieics mo npssmoit. [loatomy Hamu Obuta
COCTaBJieHa MPOIIEIypa, TMO3BOJSIONIAS BOCIPOM3BECTH KATSIIYIOCSA TIO MPSMOM
OKPYXKHOCTh C (PUKCHPOBAHHON TOYKOW, KOTOpas OCTaBISET Tocie cels cien —
OOBIKHOBEHHYIO ITUKIIOUY (pHUC.2).

> FI = proc() locala:
a—1:
plots| display ] (
plot([a(t—sin(t)), a (1 —cos(t)), t=0..tt], thickness =3, color = blue, view=1[0..14, 0

221,
plottools| circle|( [ a-tt, al, a, thickness =2, color = green), plottools| point|( | a- (ft — sin(#t) ), a
(1 —cos(#t)) ]. symbolsize= 15, symbol = solidcircle, color = black)
&
end proc:

Pucynoxk 2 — I[Iporneaypa moctpoeHuss 0OOBIKHOBEHHOW ITMKJIOHIBI
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AHUMAIMIO COCTaBICHHOHN Mpoleaypbl obecrieunBaeT (GYHKIUS animate
(puc.3). Tlapametp theta 3amaeT 4uciIO 0OOPOTOB OKPYXHOCTH (OAUMH 000POT —
27, nBa obopota — 47 ). JlonoaHUTEIbHAS OMIMS frames 3aJaeT YUCIIO KaapoB
aHUMAIIUH.

(} animate( F1, [ theta], theta= 0 ..4 * Pi, scaling = constrained, frames = 100);

Pucynok 3 — [Ipumenenue GyHKIMU animate 15 polieAypsl 1 mocTpoeHus
OOBIKHOBEHHOM IIUKJIOUIbI

Ha pucynke 4 mnpuBeneHbl 4YeThIpe Kaapa aHMMAlUU Mpoueaypsl F1.
Oxkpyx)HOCTb paguyca a =1 (3ejeHbIi 1BET), ¢ PUKCUPOBAHHON TOUKOHN (YEpHBIN
I[BET), KATUTCS 110 MPSAMOM U JIeJIaeT JiBa MOJHBIX 000poTa. B nrore Ha nociennem
KaJipe mojydaeM Ha rpaduke n300paxxeHue NBYX apoK OOBIKHOBEHHOW ITUKIOUIBI
(cuHuUi UBET).

8=0. 8=3.3080

a) b)

8=7.8698 8=10.333

Pucynox 4 — Kanpsl anHuManuu npoueaypbl IOCTPOEHUSI 0OBIKHOBEHHOM
LIUKJIOUBI

JHloGaBnenne B (yHkmuio animate onmuu background (puc.5) mo3BOIsET
JOTIOJTHATEIPHO HW300pa3uTh IyHKTHPOM HA 3aJHEM IUIAHE OXKHUIAACMYIO
TPACKTOPUIO TOUKH — OYIyITyI0 IUKIOUTY (puc.6).
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> animate(F1, [theta], theta=0 .4 * Pi, scaling = constrained, frames = 100, background=plot([ (¢t

—sin(z)). (1 —cos(#)), t=0 .4 *Pi], linestvle= dash, color =blue)):

Pucynox 5 — [Ipumenenne GyHKIUM animate ¢ TOTIOJIHUTEILHON OIMIIUEH

B=0. 8= 7.8698

Pucynok 6 — Kaapel anuManuu npouenypsl £/ ¢ 10MOTHUTEIBHON ONIUEN

3amenuB B mpoueaype F/ mapameTpuuyeckue ypaBHEHUS OOBIKHOBEHHOMU

LHUKJIOU B Ha napamMeTpu4ecKue YpaBHEHUS AIULUKIOUIbI
a+b : . (la+b)
x=(a+b)cost—acos(uj, y=(a+b)s1nt—as1n(uj, — 00 <t <400,
a a
rae b — paauyc HampaBISIONIEH HEMOABMXKHOW OKPYKHOCTH, a — pPaauyc

KaTsILIEeNcs BHE €€ BTOPOM OKPYKHOCTH, IoJdy4daeM npouenypy FEPI — npouenypy
MOCTPOEHUS AMUIUKION B! (puc.7).

> FEPI] = proc(#t) locala, b :
a=1:b=1:
plots| display | (

aJ;b)-rJ

pfot[ (a+ b)-cos(?) —a-cos[ ( %b)r)

, (a+b)-sin(z) —a-sin[ ( , t=0..rt],

thickness =3, color = blue, view=[-(2-a+b).2-a+b,-(2-a+b) ..(2-a+b) ]J,

plottools|circle|([ (a + b) cos(t), (a+ b) sin(tr) |, a, thickness =2, color = green),

(a+b)-1t

plottools | point] ( (a+b)-cos(tr) —a-cos( p

.Sin( (a+b)

), (a+ Db)sin(r) —a

a

) ], symbolsize =15, symbol = solidcircle, color = bs’ack) );

end proc:

Pucynok 7 — IIpouenypa FEPI noCTpOEHHUS SIMUIUKIOUBI

Bun monyyaembIX KpUBBIX 3aBUCUT OT COOTHOIIEHHS m =b/a paauycoB
HETIOJIBI)KHOM M KaTsiehcs okpykHocte. Eciin m =1, To ucnons3ys QyHKIHIO
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animate nys npouenypbl FEPI, nojlydaeM aHUMAIlMOHHBIA POJUK MOCTPOEHUS
KapIuouibl (puc.).

hi=1: animate( FEPI, [theta], theta=0 ..2 * Pi, background = plot( [ b-cos(t), b+ sin(¢),t=0..2
*Pi], linestyle = dash), scaling = constrained, frames =100);

Pucynok 8 — Auumanus npouenyps! FEPI nocTpoeHus KapAHOH bl

CBoe Ha3BaHUE KapAHOUJA MOJyYHIIa U3-3a CXOKECTH CO CTUIM30BAHHBIM
u300paxkeHneM cepaua (rped. kopdio — cepiue, rped. €100¢ — BHA). Takum
oOpa3oM, KapAuouJa SBISETCS YaCTHBIM CIIy4aeM OSIUIUKIOUIBI, KOTOpas
OMHCHIBACTCS  (PUKCUPOBAHHOM  TOYKOM  OKPYXKHOCTH,  KaTsIICWCs IO
HETIOJIBUKHOM OKPY>KHOCTH TaKoro e paauyca (puc.9).
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Pucynok 9 — Kaapel anuManuu npouenypsl IOCTPOEHUS KapAHOU bl

[lepebupas pasnmuyHble COOTHOLIEHUSI m =b/a, IoTy4aeM aHUMAIlMOHHBIC
POJIUKH TOCTPOCHHSI MHOXKECTBA KPACHBBIX W WHTEPECHBIX KPHUBBIX, HEOOJBIIIAs
qacTh M3 KOTOpBHIX MpuBeAcHa Ha pucyHke 10. B dactHocTH, ecnm pamuyc
HETIOJIBIYKHOW OKPY>KHOCTH B JIBa pa3a O0JbIle paanyca KaTsImencs OKpy>KHOCTH,
nonaydaeM Heppoury (OT Ap.-Tped. VEQPOC — «IIOUKa» U £100G — «BHJ, PUTYpay),
KpHuBas 1o cBoeil hopme aeiicTBUTeIpHO HanoMuHaeT mouku (puc.10,a). Ecnu m
— 1I€JI0€ YMCII0, TO MO (opMe SMULKKIONIB HATOMHUHAIOT «IIBETHl POMAIIKI» C
KOJIMYECTBOM JIEMIECTKOB, paBHBIM m (puc.10,b). Eme Oomnee kpacuBbie KpHUBBIC
MOJTy4aloTCs, €CIU COOTHOUICHHE m SBJSICTCS palOHAIbHBIM YHCIOM, T.€.
m=p/q (puc.10,c,d). Ansg monayyeHus KpacuBOH 3aMKHYTOW KpPHUBOW B 3TOM

cliydac KaT}IHICP'IC}I OKPYKHOCTH HE AOCTATOYHO TOJIBKO OAHOI'O 060p0Ta, OHa
AOJIKHA CACJIATh ¢ 060pOTOB.
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a) m=2 b) m=5

9=185.84935592 8=3141592634
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C) m=— d) m==
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Pucynok 10 — IToroBsle Kaapbl aHUMAaIMU TPOLIEAYPBI IOCTPOEHUS
AIULMKIIOUIBI IJIS PA3JIMYHBIX M

Hcnons3oBas apaMeTpUIecKue ypaBHEHHUS TUIOLUUKIOM b
b—a) : . ((b—a)
x=(b—a)cost + acos(uj , y=(b—a)sint - asm(uj, — 00 <t <400,
a a

rae b>a, Obuia mosydeHa mpouenypa FGIPI nisi mOCTpOEHUS 3TOW KPHUBOM
(puc.11).
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> FGIP3 = proc(t) locala, b :
a=1:b=3:
plots| display ) (

(b—a)t
a

px’ot( (b —a) cos(z) + a-cos(

), (b—a)-sin(z) — a-sin((bil
thickness =3, color = blue, view =1 -b ..b, -b ..b]),

plottools| circle]([ (b — a) -cos(tt), (b — a)-sin(#t) ], a, thickness =2, color = green),

(b—a)tt

plottools[point]( [ (b —a)-cos(tt) + a-cos( P

J, (b —a)-sin(t) —a

'sin ( WJ ], symbolsize =15, symbol = solidcircle, color = bs’ack) J :

end proc:

Pucynoxk 11 — IIpouenypa nocTpoeHus THIOLMKIOUAbI

Bua runomukionasl Takke 3aBUCUT OT COOTHomieHuss m=b/a. B
YaCTHOCTH, €CJIU PaJNyC KaTAILIECHCS OKPYKHOCTH B TPU pa3a MEHbIIE pagnyca
HETMOJBUKHON OKPYKHOCTH, TO, UCMOJIb3Ysl QYHKIUIO animate AJis NPOLEAypbl
FGIPI, mnoilydyaeM aHUMAIMOHHBIA POJIMK IIOCTPOCHUS KPHUBOM, HOCSAIIEH
Ha3BaHue Jenbronaa win kpusas [lreitHepa (puc.12).

b == 3 : animate( FGIP3, [theta], theta=0..2 * Pi, background= plot([ b-cos(7), b- sin(z),7=0..2
*Pi]. linestyle=dash), scaling = constrained, frames =100);

Pucynok 12 — Aaumanus npouenypsl FGIP1 noctpoeHus: A€IbTOUIbI

CBoe Ha3BaHHME KpHUBas IMOJy4YWsia 3a CXOJICTBO C Tpeyeckoil OyKBoOii
«aenbTay (puc.13).

6=51408
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b) nenpTouaa
Pucynok 13 — Kagpel aHuManuu npoueaypbl MOCTPOSHUS AEIbTOUIbI
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B olmiem ciyuae, eciay COOTHOIIEHHE 71 — LEN0E YUCIIO, TO TUIOLUKION 1A
NPEACTABISICT U3 Ce0S 3aMKHYTYIO KPHUBYIO, COCTOAILYID W3 7 PABHBIX IyT
(puc.14 a,b,c). OrmeTuMm cnyyaid, korma m =4, TOrJAa KpUBas Ha3bIBACTCS
acTpoujia, TO €CTh 3Be37000pa3Has (OT I'ped. aoTPOV — 3Be37a U €100C — BHUI)
Ha3Banue kpuBOW mpemioxkus apBcTpuiickuii actpoHom Kapn Jloasur o
JlutpoB B 1838 1. Ecniu ke m= p/qg, TO monydaercss p TMEePEeCceKarONUXCs YT,

KOT/[a KaTsIIasicss OKPY>XKHOCTh caenaeT ¢ ooopotos (puc.14,d).

a) m=4 b) m=5

8=6.283185308 B=18.84935592
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Pucynok 14 — ToroBble Kajpbl aHUMAIUU TIPOLIEAYPHI TOCTPOCHUS
TUNOIUKIIOUIBI IS PA3JIMUHBIX M



[Toctynar. DNeKTPOHHBIN Hay4YHBIN KypHAJ No2, 2015

[ToaroToBNCHHBIE  AHWUMAIMOHHBIC POJUKA MOTYT  OBITh  IIAPOKO
UCIIOJI30BaHbl B yueOHOM mporecce. C HMX TMOMOIIBI0O MOKHO HE TOJBKO
MO3HAKOMHUTh C LMKJIOWJAIBHBIMH KPHUBBIMH, HO W OOpaTUTh BHHMAaHHUE Ha
OTJIeNIbHBIE CBOMCTBA rpaMKOB, MPOUIUTIOCTPUPOBATH XapaKTep W3MEHEHUUN MNpu
cMeHe mnapameTrpoB. Kpome Toro, 53Ta aHuUManusA CIYXUT HarJISIAHBIM
MOATBEPKIECHUEM CJIOB ApeBHErpeyeckoro ¢unocoda Apucrorens: «MaTemaTuka
BBISIBJISIET TMOPSIIOK, CUMMETPUIO M OINPEACIIEHHOCTh, @ 3TO — Ba)KHEHIINE BUJbI
IPEKPACHOTOM.
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	Рисунок 1 – Анимация обыкновенной циклоиды командой animatecurve
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	Рисунок 2 – Процедура построения обыкновенной циклоиды
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	Рисунок 3 – Применение функции animate для процедуры F1 построения обыкновенной циклоиды
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	Рисунок 7 – Процедура FEP1 построения эпициклоиды
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	Рисунок 8 – Анимация процедуры FEP1 построения кардиоиды

	Свое название кардиоида получила из-за схожести со стилизованным изображением сердца (греч. καρδία – сердце, греч. εἶδος – вид). Таким образом, кардиоида является частным случаем эпициклоиды, которая описывается фиксированной точкой окружности, катящейся по неподвижной окружности такого же радиуса (рис.9).

	Рисунок 9 – Кадры анимации процедуры построения кардиоиды

	Перебирая различные соотношения �, получаем анимационные ролики построения множества красивых и интересных кривых, небольшая часть из которых приведена на рисунке 10. В частности, если радиус неподвижной окружности в два раза больше радиуса катящейся окружности, получаем нефроиду (от др.-греч. νεφρός – «почка» и εἶδος – «вид, фигура»), кривая по своей форме действительно напоминает почки (рис.10,a). Если � – целое число, то по форме эпициклоиды напоминают «цветы ромашки» с количеством лепестков, равным � (рис.10,b). Еще более красивые кривые получаются, если соотношение � является рациональным числом, т.е. � (рис.10,c,d). Для получения красивой замкнутой кривой в этом случае катящейся окружности не достаточно только одного оборота, она должна сделать � оборотов.

	Рисунок 10 – Итоговые кадры анимации процедуры построения эпициклоиды для различных �

	Использовав параметрические уравнения гипоциклоиды �, �, �, где �, была получена процедура FGIP1 для построения этой кривой (рис.11).
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	Рисунок 11 – Процедура построения гипоциклоиды

	Вид гипоциклоиды также зависит от соотношения �. В частности, если радиус катящейся окружности в три раза меньше радиуса неподвижной окружности, то, используя функцию animate для процедуры FGIP1, получаем анимационный ролик построения кривой, носящей название дельтоида или кривая Штейнера (рис.12).
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	Рисунок 12 – Анимация процедуры FGIP1 построения дельтоиды

	Свое название кривая получила за сходство с греческой буквой «дельта» (рис.13).

	Рисунок 13 – Кадры анимации процедуры построения дельтоиды

	В общем случае, если соотношение � – целое число, то гипоциклоида представляет из себя замкнутую кривую, состоящую из � равных дуг (рис.14 a,b,c). Отметим случай, когда �, тогда кривая называется астроида, то есть звездообразная (от греч. αστρον – звезда и ειδος – вид) Название кривой предложил австрийский астроном Карл Людвиг фон Литров в 1838 г. Если же �, то получается � пересекающихся дуг, когда катящаяся окружность сделает � оборотов (рис.14,d).

	Рисунок 14 – Итоговые кадры анимации процедуры построения гипоциклоиды для различных �
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